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Resumen 
En este trabajo se presenta una solución para mejorar el rendimiento de los robots móviles con ruedas que se desplacen sobre 
superficies con un bajo coeficiente de fricción estática. En estas circunstancias, los robots móviles con ruedas pueden experimentar 
pérdidas de tracción, y por tanto, sufrir deslizamientos a lo largo de la superficie. La solución descrita propone la utilización de 
una configuración especial para el robot móvil, en la que todas las ruedas son accionadas de forma independiente, y una estructura 
de control que consta de tres partes bien diferenciadas: un controlador de seguimiento con realimentación de estado basado en 
el modelo cinemático del robot, una extensión de la ley de control cinemático resultante para incorporar la dinámica del robot 
móvil utilizando backstepping, y un algoritmo de distribución de la fuerza de tracción global, que calcula las señales de referencia 
adecuadas para cada una de las ruedas. Con esta estructura se consigue controlar la posición y la velocidad del robot móvil, y al 
mismo tiempo, distribuir la fuerza de tracción global entre las ruedas, evitando así el deslizamiento del robot. El funcionamiento de 
los algoritmos de control es evaluado mediante pruebas experimentales. 
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1. Introducción 
El control de la tracción es un aspecto crítico en los robots 
móviles que se desplazan sobre superficies con un bajo coefi-
ciente de fricción estática, o que deben moverse sobre suelos 
poco compactos (arena, lodo, nieve), donde un deslizamiento 
excesivo puede provocar incluso que las ruedas del robot móvil 
se hundan en el terreno y queden atrapadas en el mismo. 
Muchos de los estudios realizados relativos al control de 
tracción en robots móviles con ruedas han venido motivados 
por la necesidad de contar con vehículos adecuados para ex-
ploraciones planetarias (Balaram, 2000). Así, por ejemplo, el 
método de control de tracción presentado en (Yoshida, 2003) 
para un robot de exploración planetaria utiliza una estimación 
del deslizamiento basada en el modelo físico de interacción en-
tre la rueda y el terreno, mientras que en (Iagnemma and Du-
bowsky, 2004), se presenta un método para controlar la tracción 
en terreno irregular que se basa en las propiedades del terreno 
y en su geometría para obtener el ángulo de contacto entre las 
ruedas y el suelo. Utilizando esta información, el método opti-
miza el par aplicado en cada rueda con la intención de obtener la 
tracción máxima, dependiendo de la dificultad local del terreno. 
Desafortunadamente, con las soluciones propuestas por (Yoshi-
da, 2003) e (Iagnemma and Dubowsky, 2004), resulta compli-
cado obtener un modelo general para diferentes tipos de terreno 
o condiciones cambiantes. 
En (Waldron and Abdallah, 2007) se presenta un esquema 
de control de tracción óptimo para un vehículo de seis ruedas. 
El algoritmo propuesto intenta asignar las fuerzas de tal mane-
ra que se minimice el ángulo de fricción máximo en todos los 
puntos de contacto. En (Lei et al., 2008) también se presenta 
un esquema de control de tracción para un robot móvil de seis 
ruedas, pero en este caso, los autores utilizan un controlador por 
modo deslizante para estimar tanto las fuerzas de tracción como 
el momento de giro necesarios para llevar a cabo el movimiento 
deseado del cuerpo del robot, y a continuación utilizan una ma-
triz pseudo-inversa para calcular las fuerzas de tracción de cada 
una de las ruedas. En (Liu et al., 2010) se presenta un control de 
tracción borroso para un vehículo NJ2045. Los autores propo-
nen un modelo del proceso de aceleración en línea recta para el 
vehículo de cuatro ruedas, y utilizan la apertura del acelerador 
para regular el par de salida del motor. Sin embargo, en todos 
estos trabajos, (Waldron and Abdallah, 2007; Lei et al., 2008; 
Liu et al., 2010)), los autores se limitan a presentar resultados 
de simulación. 
Por otra parte, también existen muchos trabajos aplicados a 
vehículos de pasajeros que se desplazan sobre carreteras planas 
(Anwar, 2003). De hecho, una técnica muy conocida en la in-
dustria automotriz es la utilización del sistema de antibloqueo 
(ABS - Antilock Bracking System). Este sistema emplea la infor-
mación de deslizamiento de cada rueda para corregir su veloci-
dad (Sakai and Hori, 1999). Aunque esta técnica podría utilizar-
se en el control de tracción de robots móviles con ruedas, tiene 
la desventaja de no tomar en cuenta el modelo cinemático del 
vehículo y de reaccionar con cierto retraso, ya que las velocida-
des sólo son corregidas cuando ya ha ocurrido el deslizamiento, 
lo que puede provocar errores de posicionamiento del robot, es-
pecialmente en aquellos que sólo utilizan codificadores ópticos 
increméntales instalados en las ruedas para estimar el desplaza-
miento lineal (Ojeda and Borenstein, 2004). 
Cabe citar también algunos trabajos recientes dedicados al 
estudio de sistemas de control de tracción en vehículos menos 
convencionales. Así pues, en (Jones and Stol, 2010) se estudia 
la estabilidad de un vehículo de dos ruedas, similar al Segway 
PT, en superficies con poca tracción y se proponen dos contro-
ladores en los cuales el objetivo de diseño es la estabilidad del 
ángulo de inclinación del vehículo. En las simulaciones reali-
zadas, ambos controladores son capaces de mantener la esta-
bilidad del robot en superficies sin fricción. Sin embargo, tan 
sólo uno de los controladores presentados es utilizado experi-
mentalmente para alcanzar el equilibrio del robot en superfi-
cies sin fricción, pero dicho controlador es incapaz de lograr 
el equilibrio en superficies no deslizantes debido a efectos no 
modelados de las ruedas. En (Chen and Chu, 2010) se propone 
un controlador en modo deslizante borroso para un monopatín 
eléctrico. El coeficiente de fricción de la superficie es estima-
do utilizando un observador para la fuerza normal y la fuer-
za de tracción. Los resultados preliminares de las simulaciones 
muestran que el sistema de control de tracción propuesto pue-
de mantener la tasa de deslizamiento en la región estable. En 
(Chen et al., 2011) se presenta un sistema de control de trac-
ción para un vehículo omnidirectional, en el que los autores 
utilizan una estimación de Kalman extendida, apoyada en los 
múltiples grados de libertad del vehículo, para estimar la velo-
cidad longitudinal del vehículo, la velocidad lateral y el ángulo 
de deslizamiento lateral. El sistema de control de tracción cal-
cula entonces las tasas de deslizamiento de las cuatro ruedas de 
acuerdo con la velocidad estimada del vehículo y se controla la 
tracción con un PID. Tanto el algoritmo de estimación como el 
control de tracción son evaluados por medio de simulaciones. 
Finalmente, en (Boh et al., 2010) se propone el diseño de un 
experimento para validar el teorema de Bekker, utilizado para 
el modelado de la interacción de las ruedas de un vehículo con 
el suelo, en aplicaciones subacuáticas. 
En este trabajo se presenta una solución para mejorar la 
tracción de los robots móviles con ruedas que se desplacen 
sobre superficies con un bajo coeficiente de fricción estática. 
La solución descrita propone la utilización de una configura-
ción especial para el robot móvil, en la que todas las ruedas 
son accionadas de forma independiente, y una estructura de 
control que consta de tres partes bien diferenciadas: un con-
trolador de seguimiento con realimentación del estado basado 
en el modelo cinemático del robot, una extensión de la ley de 
control cinemático resultante para incorporar la dinámica del 
robot móvil utilizando backstepping (Tsinias, 1989), (Kodits-
chek, 1987), (Byrnes and Isidori, 1989), (Sontag and Sussmann, 
1988), (Kokotovic and Sussmann, 1989), (Kokotovic, 1991), 
(Saberi et al., 1990), y un algoritmo de distribución de la fuerza 
de tracción global que calcula las señales de referencia adecua-
das para cada una de las ruedas, de modo que el controlador 
conozca en tiempo real el par ideal requerido para cada rueda. 
Con esta estructura se consigue controlar la posición y la velo-
cidad del robot móvil, y al mismo tiempo, distribuir la fuerza 
de tracción global entre las ruedas, evitando así el deslizamien-
to del robot. 
El artículo está organizado de la siguiente manera: en la 
Sección 2 se presenta el modelo de un robot tipo triciclo, sobre 
el cual se desarrolla el diseño del controlador. En la Sección 
3 se describe el diseño del controlador cinemático y dinámico 
propuesto, mientras que en la Sección 4 se explica el algoritmo 
utilizado para la distribución de la fuerza de tracción global. La 
Sección 5 contiene algunos resultados experimentales que per-
miten evaluar el funcionamiento del controlador, y finalmente, 
la Sección 6 presenta las principales conclusiones y los trabajos 
futuros. 
2. Modelo del robot 
En esta sección se revisa el modelo del robot móvil tipo tri-
ciclo cuya representación esquemática se muestra en la Figura 
1, con indicación de los parámetros y variables de interés. Cada 
una de las ruedas es accionada de forma independiente por me-
dio de un motor de; la rueda frontal lleva un motor de adicional 
para controlar la rotación del vehículo. Se asume que las masas 
y las inercias de las ruedas son despreciables en comparación 
con las del cuerpo del robot. 
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Figura 1: Configuración del robot móvil. 
La posición del robot móvil a lo largo de una superficie 
plana o cuasi-plana en un marco inercial Cartesiano {Rw} := 
{o,x,y} queda definida por las coordenadas (xc,yc) del punto 
de referencia Rp y por 9, la orientación del vehículo con respec-
to al eje x. Se asume que Rp está localizado en la intersección 
del eje virtual que une las ruedas traseras y el eje de simetría. 
Por otra parte, (¡> representa el ángulo de giro entre la rueda fron-
tal y el eje de simetría, da la longitud del eje virtual que une las 
ruedas traseras, /„, la distancia entre la rueda frontal y Rp, G el 
centro de gravedad del robot, situado a una distancia lw/4 del 
punto Rp, en el eje virtual que une la rueda frontal con el punto 
Rp, (xi,yi) la posición de la rueda frontal, y (x2,y2) y (x3,y3) 
las posiciones de las ruedas traseras. Por tanto, la posición de 
cada rueda en el marco de referencia inercial está dada por: 
x\ xc + lw eos (9), y! yc + lwsin(9), (1) 
x2 = xc - y sin (0), y2 = yc + y eos (9), (2) 
x3 = xc + y sin (9), y3 = yc - y eos (0). (3) 
Sus derivadas correspondientes son: 
xi = xc -lw9 sin (9), yi = yc + lw9 eos (9), (4) 
x2 = x c - y e c o s (0), j 2 = j e - y Ó sin (0), (5) 
x3 = xc + y eos (0), j 3 = j c + y sin (0). (6) 
Las restricciones de tipo no-holonómicas resultantes para 
cada rueda son: 
x\ sin (9 + (p) - y\ eos (9 + (p) = 0, 
x2 sin (9) - y2 eos (0) = 0, 




Sustituyendo (x1; jO, (x2, j 2 ) y C*3, J3) en (7), (8) y (9) da 
como resultado: 
x c sin(9 + (p)- yc eos (9 + (p) - lw9cos(<f>) = 0, (10) 
x c sin (é l ) - je eos (él) = 0. (11) 
Si vc representa la velocidad lineal de Rp con respecto a 
{Rw}, entonces, las velocidades lineales de cada rueda con res-
pecto a {Rw} están dadas por: 
vi 
COS(p 
v2 = 1 - — t a n 0 | v c 




xc e yc también pueden ser definidas en función de vc de la 
siguiente manera: 
x c = vc eos (9), (15) 
Si se sustituye (15) y (16), en (10) y (11) se obtiene como 
resultado: 
¿ = ^ v , (17) 
La derivada de (17) está dada por: 
9 • 
tan ((f>) 
-¡—i lw COS2 {(p) (18) 
Si se supone que el modelo cinemático del robot móvil está com-
puesto por (15-17), se tendría al ángulo de giro (p como una 
entrada, y se asumiría que se tiene control directo sobre este 
valor, lo que supondría poder mover la rueda frontal de forma 
instantánea. Como esta suposición no es válida, se considera al 
ángulo de giro como una variable de estado adicional, y a su de-
rivada como una señal de entrada. Por tanto, se trabaja con un 
espacio de estado de cuatro dimensiones, en el cual, los estados 
son representados por x = (xc, yc, 9,0), quedando el modelo ci-




vc eos (9) 




donde ojf es la velocidad angular de giro de la rueda frontal. 
Asumiendo que no existe fricción entre las ruedas y el vehícu-
lo, y que el eje de las ruedas traseras permanece inmóvil con 
respecto a la orientación del robot, el modelo dinámico resul-
tante está dado por: 
YJFX = FD1 eos (¡p + 9) + (Fm + Fm) eos (9) -
FL1 sin (¡p + 9)- (FL2 + FL3) sin (9) - FFRW eos (9) 
Y,Fy = Fm sin(cp + 9) + (FD2 + FD3)sin(9) + 
FL1 eos (¡p + 9) + (FL2 + FL3) eos (9) - FFRW sin (9) 






yc = vc sin (9). (16) 
donde Fm, F^2 y Fn3 son las fuerzas de tracción aplicadas en 
cada rueda, Fu, F¿2 y Fi3 son las fuerzas laterales resultan-
tes en las ruedas frontal y traseras, respectivamente, Fpr es la 
fuerza de fricción equivalente, y MFR es el momento de fricción 
equivalente alrededor del punto Rp. Como la velocidad a la que 
se moverá el robot móvil será relativamente baja {vCrnax =0. lm/s), 
las fuerzas laterales, Fu, F¿2 y Fi3 son despreciadas de aquí en 
adelante por su influencia poco significativa. Ahora, teniendo en 
cuenta que: 
Y,MZ = Jj, (23) 
donde Jw es la inercia equivalente del vehículo alrededor del 
punto Rp, y sustituyendo (18) y (23) en (22) se obtiene que: 
COt ((f)) lwFm sin (<p) (FE>3 - Fm) - MFR 
-(f> cot ((f>) sec2 ((f) vc 
(24) 
El paso siguiente en el modelado dinámico del sistema consiste 
en encontrar las ecuaciones para las fuerzas de tracción. Como 
se sabe que las fuerzas de tracción son transmitidas al vehículo 








y Fm = Aw3Fm, (26) 
donde KQ es la relación de transmisión constante, rw es el radio 
de la rueda, Tap\ es el par de tracción de la rueda delantera, y Aw2 
y AW3 son los coeficientes de distribución de los pares de trac-
ción. Estos coeficientes, Aw2 y Aw3, juegan un papel destacado 
en el diseño del sistema de control, y su inclusión será explica-
da en la Sección 3. El par de tracción de la rueda frontal Tap\ 
está dado por: 
Tapí = kmh - /MI #1 (27) 
donde km es la constante de par, I\ es la intensidad de corrien-
te del motor, /MI es la inercia del rotor y ¡p\ es la aceleración 






donde u\ es la entrada de tensión para el motor de tracción de la 
rueda frontal, RM es la resistencia del motor, y fcg es la constante 
de fuerza contraelectromotriz. 
La relación entre la velocidad lineal de la rueda frontal y la 
velocidad angular de su motor se puede expresar de la siguiente 
forma: 
•*i = i F ^ i c o s (<P + 0)> y \ = -^ip\svn(<p + 9). (29) 
-&G A G 
Combinando (4), (15), (16) y (29), se pueden obtener las si-
guientes igualdades: 
vc cos (9) - lw9 sin (9) 
vc sin (9) + lw9 cos (9) 
K, 
K, 
-<pi cos(<p + 9), 
-<pi sin((f> + 9). 
(30) 
Con estas expresiones se puede encontrar la relación entre la 
velocidad lineal del punto de referencia, vc, y la velocidad an-
gular del rotor de la rueda frontal, ip\: 
Kr, 
Vi 
rw cos ((f>) 
La derivada de (31) está dada por: 
KG 
Vi 
rw cos ((f) (f> tan ((f) i 
(31) 
(32) 





rwRM rl cos ((p) 
1 
Ywb 
MFR + -j^ojf sec2 (¡p) vc 
donde: 
tn E T 
C= - ¿ — +JMiOJftm((f>), 
Jwa = y (AW3 - Aw2) + K sin ((f), 
Jw K^JM1 
Ywb = — tan(0 ) + — 77:Ywa-





El último paso consiste en encontrar la ecuación para el ser-
vo encargado de proporcionar la dirección al robot. Como la 
fuerza de giro también es trasmitida al vehículo a través de un 
motor de controlado, se puede modelar de la siguiente forma: 
/M404 = ~¿— ("4 - k£(fi4) ~ TFR4, 
KM 
(37) 
donde / M 4 es la inercia del rotor, ¿f>4 es la aceleración angular 
del rotor, <p4 es la velocidad angular del rotor, u^ es la entrada 
de tensión para el motor de giro de la rueda frontal y Tpm es 
el par de fricción. En este caso, la relación entre la velocidad 
angular de la rueda frontal y la velocidad angular de su motor 




Teniendo en cuenta que ip = ojf y utilizando (37-38), la acele-





M h TFR4 
RM 
(39) 
Por tanto, la dinámica del robot móvil está dada por (33) y (39). 
3. Control cinemático y dinámico 
Para diseñar el sistema de control propuesto, el primer paso 
consiste en obtener un controlador de seguimiento con reali-
mentación del estado basado en el modelo cinemático (19) del 
robot. Como este punto ha sido extensamente tratado por un 
gran número de autores, en este trabajo se seguirá el método 
propuesto por (Lefer and Nijmeijer, 1999). En este método, que 
se describirá a continuación para un mejor entendimiento de 
los pasos posteriores requeridos en el diseño del controlador, la 
velocidad de avance del punto de referencia, vc, y la velocidad 
angular de la rueda frontal, cof, del modelo cinemático del ro-
bot (19), son consideradas como entradas de control. Así pues, 
dada una trayectoria de referencia factible, como por ejemplo, 
una trayectoria í [ x r ,y r , 0r, cpr] , [vr, a>r]T) que satisfaga: 
xr = vr eos (9r) 




(pr = ÜJr 
L 
es necesario encontrar leyes de control apropiadas que tengan 
la forma: 
Diferenciando la función: 
Vi 1 2 1 2 2X* + 2y' 
a lo largo de la solución de (48) se obtiene que: 
donde 
Vi = -xeo-(xe) + vr/3w0e 
¡cos(9e)-í sin(0„) 




vc = vc(xc,yc,8,<P,t), üjf = üjf(xc,yc,d,<p,t) (41) 
de modo que para el sistema de lazo cerrado resultante (19, 41): 
l ím Qxc (f) - xr (f)\ + \yc (f) - yr (f)\ + 
t—»co 
+ \9(t)-0r(t)\ + \4>(t)-4>r(t)\) 0. 
(42) 
A continuación, se definen los errores XQ - xr e ye - yr en un 
marco de coordenadas del cuerpo: 
eos (él) sin (él) 0 
- sin (él) eos (él) 0 





Con el objetivo de controlar la orientación, 0, del robot móvil 
por medio de la entrada cof, (Lefer and Nijmeijer, 1999) propo-
nen que vc (t) + 0 para todo t > 0. Como vr (t) > v™n > 0, si 
cr (•) es una función que cumple: 
cr(x)>-V™ Vxe 
la ley de control 
vr + o- (xe) = 0>wi (í, xe) 
(44) 
(45) 
automáticamente garantiza que vc (t) > 0 para todo t > 0. 
Además, se asume que cr (x) es continuamente diferenciable y 
satisface que: 
x c r ( x ) > 0 , V x * 0 . (46) 
Así pues, se escoge: 
Cr(xe) = vr n tanh(x e ) . (47) 
Con la ley de control (45), el sistema de error (43) y <fi pueden 
reescribirse de la siguiente forma: 
Vr + cr{xe) 
xe = ye tan (q>) + vr eos (0e) - vr - cr (xe) 
vr + cr (xe) 
-xe ; tan {(p) + vr sin (0e) 
Vr , - Vr + Cr(xe) 
— tan (fa) tan (cf>) 
ÜJf. 
Si se considera <fi como una entrada de control virtual, se 
puede definir una ley de control intermedia dada por: 
9e = ~K\0e ~ KlVrPw Cwí,Cw2 > 0. (52) 
Con la función candidata de Lyapunov: 
v
*=¥-+¥+e^ (53) 
se puede afirmar que xe,ye y Qe convergen a cero, siempre que 
se satisfaga la suposición de que el sistema de referencia tiene 
una única solución {(j>r e ] - M,M[ con M < f ) , y que la 
referencia siempre se mueve en la dirección de avance con una 
velocidad acotada 0 < v ™ < vr (t) < vfíx. 
A continuación, se define la variable de error: 
Vr Vc 
z = — tan (fa) - — tan (cf>) + kwí0e + kw2vr/3w- (54) 
Para simplificar el análisis, también se usarán las siguientes 
definiciones: 
Z 1-wZ, cwl Íw/Cwl, Cw2 tiv^w2* W-^ J 
Por tanto, el sistema de error (48) queda definido de la si-
guiente manera: 
xe = ye—tan(<t>) + vr[cos(6e)-l]-cr(xe) 
ye = -xe — tan {(p) + vr sin (Ge) 
1-w 
de = —¡~Qe ~ -¡-VrPw + yZ 
(56) 
(48) 
vc / tw i(í)sin(0)cos(0) \ 
Z = yy : o)f] + iwl W 
eos 2 (<p) \ lw I 
donde: 
iwí = ye tan {(p) + cwí - cw2vr {awíxe + aw2ye), (57) 
Vrtúr iw2 = vr tan (tpr) + —J-— - vc tan (cf>) 4 COS2 {(pr) 
s m ( # e ) 
vr eos (9e) tan {(p) + cw2vrye — 
CW2 (vrXe - VcVr - V 2 ) 
eos (9e) - 1 
9,. 
vr (c„i + cw2vraw3) — tan ((pr), 
1 - eos (9e) 9e - sin (9e) 
awl = —r, , awl = 91 91 
(58) 
(59) 
Una vez que se ha solucionado el problema de seguimiento 
para el modelo cinemático del robot móvil utilizando las velo-
cidades vc y ojf como entradas de control, el segundo paso es 
encontrar las leyes de control deseadas para las entradas reales 
u\, «2, u3 y H4. Por tanto, es necesario realizar una extensión 
de la ley de control cinemático para incorporar la dinámica del 
robot móvil, por medio de la técnica de backstepping (Fierro 
and Lewis, 1997). Considere entonces la dinámica del error de 
seguimiento dada por (48) y por los dos integradores (33, 39): 
Vr + cr{xe) 
xe = ye tan (q>) + vr eos (pe) - vr - cr (xe) 
vr + o~(xe) 




 Q~2 I Xe + &?<" (60^ 
Vr , - Vr + CT (xe) 
— tan (tpr) tan (cf>) 











A continuación se define una nueva función de Lyapunov, 
V3, para el sistema (56), aumentando V2 con un término cuadráti-
co en la variable de error z: 
V3 ?xe + ^ye + ^r-w^ 1 l 2 2"V 2-?e 2cw2"e 2cwícw2cw3 
con cw3 > 0. 
(62) 
Ahora, se elige ojf de tal forma que V3 sea definida negativa. 




M, FR w 2 / #\ + — túf secz (cf>) vc 
' km KGkmkE0Jf 
0Jf = - — — — H 4 p +TFR4 
JUA^G \tÍM t<M 
(66) 
La idea básica consiste en derivar leyes de control adecuadas 
para «1 y «4 a partir de vc y cof, que controlan el sistema ci-
nemático (19). 
íwl . , ,, ,,, COS2 (0) 
üjf = — sin (cf>) eos (cf>) + {iw2 + cw3z) 
lw Vc 
ojf = ®W2(t,xe,ye,9e). 
(63) 
Con esta ley, la derivada de la función de control de Lyapunov 









V3 < -Xecr(Xe)-^92 1 
¿C\v2 ¿-Cw 1 C\\>7 
z2 < 0. (65) 
De (64) queda claro que todas las trayectorias de (56, 63) están 
acotadas global y unifórmente, y que todas las soluciones con-
vergen a cero. Hasta aquí se ha seguido el método propuesto 
por (Lefer and Nijmeijer, 1999). 
La inclusión de los coeficientes de distribución de la fuerza 
de tracción XW2 y Aw3 (que están contenidos en los términos ywa 
y Ywb), es una de las principales aportaciones realizadas en el di-
seño del sistema de control, junto con el algoritmo de distribu-
ción de la fuerza de tracción global. Estos coeficiente permiten 
modelar las fuerzas de tracción aplicadas en las ruedas traseras, 
Fm y F¡)3, como un porcentaje de la fuerza de tracción aplica-
da en la rueda frontal, Fm. Por tanto, la ley de control para u\ 
puede ser obtenida de forma independiente, pero sin despreciar 
los efectos de «2 y u3. En la Sección 4 se obtienen las leyes de 
control para «2 y u3 utilizando el algoritmo propuesto para la 
distribución de la fuerza de tracción global, y se demuestra la 
estabilidad asintótica para el sistema de lazo cerrado completo. 
Con el fin de diseñar las leyes de control para u\ y U4 utili-
zando la técnica del integrador backstepping, dos nuevas varia-
bles de error son introducidas, vey a>e: 
coe = wf - <5M,2 (t, xe,ye, 9e), 
(67) 
(68) 
donde <J>„,i y <J>„,2 están definidas como en (45) y (63), respecti-
vamente. 
Ahora, considere la función candidata de Lyapunov definida 
positiva para el sistema (66): 
W1 = V3 + \v] + \CÜ] (69) 
Utilizando (64), la derivada en el tiempo de W\ a lo largo de las 
soluciones de (66) satisface que: 
wx = -xe(r{xe)-c-^el + —eez — 
C\v2 C\\>2 <~-wl<~-w2 
z,+ 
ywaKfyc 
JW^^RM""1 y„*r2 eos (0) 
Ywa^-G^m 
-U\ í-
— \MFR + -j-uf sec2 {<£) vc ] - d)wl 
/ kmuA kmkEíúf TFRA . 
J
"* \KGRM Rh 
(70) 
aw4 




(vr eos (8e) - vc) cüf 
aw5 = aw3 T-— , (77) 
COS2 ((p) 
áwi = -¿[8esm(8e) + 2cos(8e)-2], (78) 
áw2 = -¿[2sm(8e)-8ecos(8e)-8e], (79) 
8„ 
l-8esm(8e)-cos(8e)(. (± 
8i \ 8e 
8ecos(8e)-sin(8e) / . 8e 
5 ( y . - 2 - y . l (80) 
donde: 
O 
3\vi = vr + gye tan (¡p) 
vr +a-{xe) 
w2 
g (vr eos (8e) -vr-cr (xe)), 
— [{iwi sin (<p) + iwl eos (<p) w/j eos {(p) -
.
 2 -i COS2 (<p) 
M sin ((f>) cof\ + \iw2 + cw3¿-
(71) 
(72) 
á«4 = ^d-8esm(8e)-cos(8e)), (81) 
8e , eos (8e) - 1 sin (0e) 
Pw = —¿-(fiz + ¿ A -ye) + xe + ——ye. 
(82) 
Si se permite que W\ sea una función explícita de u\ y 114, 
se pueden elegir las leyes de control de seguimiento para u\ y 
U4 de tal modo que W\ sea definida negativa. Una forma simple 
de conseguirlo es la siguiente: 
(2 tan (<p) üjfvc + vc) (iw2 + cw3zj\.. 
y-
g=vraín(\-t<m2(xe)).. 
iwí = % tan ((f>) + 
yeojf 
• cw2vr (aw\xe +aw2ye) 
tw2 
COS2 ((f)) 
Cw2Vr (áwixe + awlxe + áw2ye + aw2ye), 





lw COS2 ((f)r) 
2vrojr + vrá)r + 2vroj2r t a n ((pr) 
cw2vr 
COS2 ((f)r) 
2vr tan ((pr) 
Vríúr 
eos2 ((pr) aws~ 
cw2 [2vrvr + vcvr + vcvr] aw4+ 
(vr eos (8e) - vr sin (8e) 8e - vcj tan ((p) -





"1 = —, T7T7 ~¿— + Jm(»f tan ((p) 
pkm cos2 ((p) \ RM 
+— ¡MFR + jLwf sec2 (0) vc ] + (83) 
Ywb (éwi - cw4ve), 
RM JWKQRM I Í \ 
"4 = ~j~TFR4 + 7 \®w2 ~ CwSÍOe) + 
(84) 
KckEíOf. 
Con estas leyes de control, la derivada de la función candidata 
de Lyapunov queda de la siguiente forma: 
W1 < -XeCr(Xe)-^82-7r^—z2 




2 < 0. 
Por tanto, si cw4, cw$ > 0, la estabilidad asintótica que fue origi-
nalmente obtenida con el controlador cinemático es preservada 
para el sistema de lazo cerrado completo. 
4. Algoritmo para la distribución de la fuerza de tracción 
Para mantener la velocidad de avance deseada durante el 
movimiento del robot, se requiere una fuerza de tracción glo-
bal específica FOG- Debido a la configuración del robot móvil 
seleccionada, existe la posibilidad de distribuir esta fuerza de 
tracción global FDG entre las tres ruedas: 
Fr Fr Fr Fr (86) 
Por tanto, el objetivo en esta sección es presentar un nuevo algo-
ritmo que distribuye la fuerza de tracción global entre las ruedas 
y reduce las posibilidades de deslizamiento. El algoritmo pro-
pone una distribución basada en la idea de que el par de carga 








donde rap\, rap2, Tap-¡ son los pares de carga aplicados en cada 
rueda, y Tap\, Tap2, Tap3 son los pares de carga límite. 
Si un motor encargado de accionar una rueda que se encuen-
tra en contacto con una superficie desarrolla un par mayor que 
el correspondiente a la máxima fuerza de fricción estática entre 
la rueda y la superficie, la rueda desliza y no avanza de for-
ma eficiente. Por tanto, el par de carga máximo posible de cada 
motor está relacionado con la máxima fuerza de fricción estáti-
ca posible y es la magnitud del par a partir de la cual comienzan 
a manifestarse las condiciones de deslizamiento. Si se instalan 
sensores de fuerza en cada rueda, el par de carga máximo real 
puede ser calculado mediante la ecuación: 
Tr¡ = Ni/drw Vi, 1 - 3 (88) 
donde N es la fuerza normal y JJ, es el coeficiente de fricción 
estática. Debido al riesgo de operar demasiado cerca del par de 
carga máximo real, se impone un margen de seguridad para el 
robot móvil definiendo un par de carga límite Tapi más pequeño 
que el par de carga máximo real Tr¡. 
Así pues, el algoritmo de seguimiento propuesto controla 
los pares de carga de los motores de tracción de las ruedas tra-
seras, de tal forma que la magnitud del par de carga medido en 
la rueda frontal es utilizado para minimizar la siguiente función 
de error: 
'api Vi, 2 - 3 
'api 
(89) 
donde Tap¡ es el par de carga en la rueda i, y Tap¡ es el par de 
carga máximo posible en la rueda i. 
La relación ^- se define como el coeficiente de distribu-
lapl 
ción de la fuerza de tracción Aw¡. La magnitud de este coefi-
ciente Awi, está relacionado con la distribución de las fuerzas 
normales. Recuerde que en la Sección 3, los coeficientes AW2 y 
AW3 permitían modelar las fuerzas de tracción aplicadas en las 
ruedas traseras como un porcentaje de la fuerza de tracción apli-
cada en la rueda delantera. De este modo, fue posible derivar la 
ley de control para u\ teniendo en cuenta los efectos indirectos 
de ii2 y «3 • Ahora, se desea diseñar las leyes de control para 112 
y U3 que garanticen un seguimiento asintótico de los pares de 
carga de referencia definidos por el algoritmo de distribución 
de la fuerza de tracción. Asumiendo que los pares de carga son 
aproximadamente iguales a los pares internos del motor (movi-
miento del robot a bajas velocidades), y que estos últimos son 
proporcionales a las intensidades de corriente en los inducidos 
de los motores, es posible trabajar con las intensidades de co-
rriente h, he h, en lugar de con los pares aplicados rap\, rap2, 
rap3, simplificando de esta forma el diseño de las leyes de con-
trol para U2 y U3. Por tanto, los errores de seguimiento vendrán 
dados por: 
e2 = l2-Aw2h, (90) 
e3=I3-Aw3h. (91) 
En este punto, resulta conveniente encontrar la relación entre 
la velocidad lineal del punto de referencia, vc y las velocidades 
angulares de los rotores de las ruedas traseras, <p2 y <p3- Combi-




<pi eos (9), 





se obtienen las siguientes expresiones: 
vc eos (9) - —9 eos (9) 
vcsm(9)-^9sm(9) 
eos (9) + y e c o s (él) 
= -r^n eos (9) 
KG 







vcsin(éi) + yéisin(éi) K, -^2 s in (é?). 
De estas igualdades se puede deducir que: 
KG i. 4 t a n ( 0 ) \ 
<P2 = 1 IT, Vc 
<w \ ¿i-w J 
KG I. ¿4tan(0)\ 
<P3 = 1 + Zj Vc 






kEKGvc { Aw2 da tan {(p) 
eos {(f) 2L 
(98) 
u2 — A\v2u\ — Rme2 
e3 
kEKGvc c I / t w j 
COS (<p) 
da tan (0) 
21 
(99) 
Us — AwsU\ — RM£3 
Si se selecciona: 
W2 = W1 + ^(e22 + ej) (100) 
como una función candidata de Lyapunov definida positiva para 
el sistema (66, 98, 99), y se hace que : 
ICEKGVCI. daten(<p) Aw2 \ 
u2 = 1 — — + 
rw \ 2lw cos(0)/ 
(101) 
Aw2u\ - cw¿e2, 
ICEKGVCI. daten((p) Aw3 \ 
u3 = 1 + —— — + 
rw \ 2lw cos(0)/ 
(102) 
Xw-¡u\ - cwjes, 




e - cw5a)2e - (RM + cw6) e\-
(RM + cwl)e¡ < 0 
donde cw<¡, cw-¡ > 0. Esto implica estabilidad asintótica de acuer-
do al teorema de estabilidad de Lyapunov. Observe que el obje-
tivo principal del algoritmo de distribución propuesto es definir 
los pares de referencia adecuados para cada una de las ruedas 
traseras y garantizar su seguimiento asintótico. 
Para prevenir un exceso de fuerza de tracción que pueda 
producir deslizamientos durante el movimiento del robot, el al-
goritmo de control verifica que el par de carga aplicado a cada 
rueda no exceda su par de carga límite correspondiente Tap¡. 
No obstante, la situación planteada es bastante peculiar. Mien-
tras los pares de carga del motor de tracción Tap¡ permanezcan 
dentro de ciertos límites, las tensiones aplicadas a los motores 
de tracción pueden ser modificadas por el controlador de velo-
cidad de la rueda frontal y por los controladores de fuerza de 
las ruedas traseras. No obstante, cuando uno de los pares de 
carga del motor de tracción Tap¡ empieza a ser igual a la mag-
nitud límite, es necesario mantener todas las tensiones de los 
motores, ignorando las condiciones establecidas por el control 
de velocidad y el control de fuerza de las ruedas frontales y tra-
seras respectivamente. Es importante señalar que si el sistema 
de control empezase a incrementar la tensión, esto no conlle-
varía un incremento de la velocidad, sino sólo la aparición de 
condiciones de deslizamientos en una o varias ruedas. Por tan-
to, esta tensión tiene que ser mantenida hasta el momento en 
el que la tensión requerida para mantener la velocidad de avan-
ce sea menor que la tensión necesaria para soportar el par de 
carga límite. Anteriormente, durante el diseño del controlador 
cinemático se asumió que el sistema de referencia siempre se 
mueve en la dirección de avance con una velocidad acotada tal 
que 0 < vfm < vr (i) < vf'dX. Por tanto, para evitar la pérdida de 
estabilidad en la situación planteada, vf™ debe ser seleccionada 
teniendo en cuenta los valores de Tav¡-
5. Resultados 
Para evaluar el método propuesto se lleva a cabo una im-
plementation en tiempo real del sistema de control propues-
to y se realizan numerosas pruebas experimentales utilizando 
un prototipo del robot móvil. El prototipo consta de tres rue-
das que son controladas de forma independiente por tres moto-
res de idénticos. La rueda frontal consta además de un motor 
de adicional para giro. La Tabla 1 muestra los valores de los 
parámetros de cada uno de los motores. El prototipo tiene una 
longitud de 0.65m, un ancho de 0.5m, una masa de 36Kg y un 
momento de inercia de 2Kgm2 alrededor de su centro de ma-
sa. Las ganancias utilizadas para los controladores (83), (101), 
(102) y (84) son: cwí = cw2 = 0.56, cw3 = 7, cw4 = 10, cw5 = 3, 
Cw6 = cwí = 2. La Tabla 2 muestra el resto de los parámetros 
del prototipo utilizado. 

























La posición y orientación global del robot móvil se obtiene 
con una unidad de medida inercial que incluye tres aceleróme-
tros, tres giróscopos y tres magnetómetros, y que proporciona 
con una respuesta altamente dinámica, la orientación 3D jun-
to con las aceleraciones 3D, las velocidades angulares 3D y la 
orientación 3D en el campo magnético terrestre. Además, ca-
da uno de los motores de corriente continua tiene acoplado un 
codificador óptico incremental y un sensor para medir la inten-
sidad de corriente. 
En un primer experimento, el robot fue programado para 
realizar una trayectoria circular sobre un plano con una incli-
nación de 5° (placa de acero mojada con agua), con vr (t) = 
0.0305m/s, (¡>r (t) = 45°, y de tal forma que los pares de carga 
de los motores de tracción de las ruedas traseras fuesen igua-
les al par de carga medido en la rueda frontal. Esto significa 
una distribución de la fuerza de tracción de 1:1:1. Adicional-
mente, el robot tenía que moverse sobre dos obstáculos de lcm 
de altura. La inclinación del plano se introduce como una per-
turbación, ya que con el plano inclinado se reducen las fuerzas 
normales y consecuentemente, la tracción del robot móvil con 
ruedas. La Fig. 2 muestra el desempeño del sistema de control 
en el plano x - y. La Fig. 3(a) y la Fig. 3(b) ilustran la evolu-
ción temporal de 0 y (¡> respectivamente. La Fig. 3(c) muestra 
el comportamiento de la velocidad en el punto Rp mientras que 
la Fig. 3(d) muestra las intensidades de corriente de los moto-
res de tracción. En todas estas gráficas y en las siguientes, las 
líneas punteadas representan los valores deseados mientras las 
líneas sólidas representan los valores reales. Es interesante re-
marcar que todas las intensidades de corriente en los motores de 
tracción son prácticamente iguales mientras el robot está reali-
zando el giro. La mayoría de las variables de estado exhiben 
un seguimiento casi perfecto de sus valores de referencia, con 
excepción de (¡>. No obstante, su error de seguimiento cae rápi-
damente a cero transcurridos unos segundos. 
x[m] 
Figura 2: Resultados experimentales con vr (í) 0.0305m/s, <f>r (í) = 45° e 
En el segundo experimento, el robot fue programado para 
moverse sobre un plano con una inclinación de 5 o (placa de 
acero mojada con agua), con vr (t) = 0.0436m/s y con una dis-
tribución de la fuerza de tracción de 1:0.9:0.7. Además, el robot 
tenía que sobrepasar nuevamente dos obstáculos. La Fig. 4(a) y 
la Fig. 4(b) muestran la evolución temporal de xc e yc respec-
tivamente. La Fig. 4(c) muestra la velocidad deseada y medida 
del punto de referencia Rp, mientras que la Fig. 4(d) muestra 
las intensidades de corriente de los motores de tracción. Los 
resultados muestran un buen seguimiento de la trayectoria de 
referencia, con la distribución de fuerzas elegida y ante la pre-
sencia de obstáculos. 
La Fig. 5 muestra el desempeño del sistema de control en 
el plano x - y para diferentes condiciones iniciales. El robot 
se programó para moverse sobre un plano horizontal (suelo 
del laboratorio en condiciones normales) con vr (t) = 0.04m/s, 
(¡>r (t) = 25° y con una distribución de la fuerza de tracción de 
1 : 1 : 1. El punto de partida de la trayectoria de referencia 
está dado por (xr (0) ,yr (0), 9r (0)) = (-1.2009,0, -n/2). En la 
Fig. 5(a) se puede observar que el robot empieza en el punto 
(xc(0), yc(0), 9(0)) = (-0.8, 0.5, -TT/2). Por tanto, el error ini-
cial es (0.4009,0.5,0). En la Fig. 5(b) se puede apreciar que el 
robot comienza en el punto (xc (0) ,yc (0) ,0(0)) = (-1.5, 0.3, 
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Figura 3: Resultados experimentales con vr(t) = 0.0305m/s, tj>r(f) = 45° e 
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Figura 4: Resultados experimentales convr(í) = 0.0436m/s, 0,-(í) = 0°, I2 
0.9 h e/3 =0.7/!. 
Finalmente, con el objetivo de validar la capacidad del sis-
tema de control para evitar el deslizamiento del robot en super-
ficies con un bajo coeficiente de fricción estática, se presentan 
a continuación los resultados obtenidos en dos experimentos 
realizados de forma consecutiva y en las mismas condiciones, 
pero con diferentes distribuciones de la fuerza de tracción. El 
robot se programó en ambos casos para realizar una trayecto-
ria en línea recta sobre un plano con una inclinación de 15° 
(placa de acero mojada con agua), y con vr (t) = 0.05m/s. En 
el primer experimento, la distribución de la fuerza de tracción 
fue de 1:1:1:1, mientras que en el segundo experimento fue de 
1:2.5:2.5. En la Fig. 6 puede apreciarse que con una distribu-
ción equitativa de los pares de tracción, el robot experimenta 
pérdidas de tracción que le impiden mantener en varios inter-
valos de tiempo la velocidad lineal deseada, lo que se traduce 
en un seguimiento poco satisfactorio de la trayectoria rectilínea 
de referencia. No obstante, la Fig. 7 muestra que cambiando 
la distribución de la fuerza de tracción de 1:1:1 a 1:2.5:2.5, se 
consigue una mejora significativa de la tracción, evitando que 
el robot experimente deslizamientos, y consiguiendo un segui-
miento satisfactorio de la trayectoria rectilínea deseada. 
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 
x[m] 
(a) 
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 
x[m] 
(b) 
Figura 5: Resultados experimentales con vr(t) = 0.04m/s, <¡>r(t) = 25° e ¡2 
h = h para diferentes condiciones inciales. 
Los resultados presentados muestran la aplicabilidad prácti-
ca y el buen rendimiento del controlador propuesto. En todos 
los experimentos realizados la distribución de la fuerza de trac-
ción global se ha llevado a cabo de forma experimental, toman-
do como valores iniciales los obtenidos en las simulaciones rea-
lizadas previamente, y ajustando posteriormente dichos valores 
mediante prueba y error. No obstante, es posible dotar al robot 
móvil con sensores que permitan estimar las condiciones reales 
del terreno y utilizar esta información para ajustar en tiempo 
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Figura 7: Resultados experimentales con vr (i) = 0.05m/s, e I2 = h = 2.51\ 
real los coeficientes de distribución lW2 y lwj,. 
6. Conclusiones y trabajos futuros 
Con el fin de mejorar la tracción de los robots móviles con 
ruedas que se desplacen sobre superficies con un bajo coefi-
ciente de fricción estática, en este trabajo se ha propuesto la 
utilización de una configuración especial para el robot móvil, 
en la que todas las ruedas son accionadas de forma indepen-
diente, y una estructura de control cuyo diseño consta de tres 
partes bien diferenciadas: un controlador de seguimiento con 
realimentación de estado basado en el modelo cinemático del 
robot, una extensión de la ley de control cinemático resultante 
para incorporar la dinámica del robot móvil utilizando backs-
tepping, y un algoritmo de distribución de la fuerza de tracción 
global, que calcula las señales de referencia adecuadas para ca-
da una de las ruedas. La efectividad y aplicabilidad de la meto-
dología propuesta ha sido confirmada mediante pruebas experi-
mentales. En cada una de las situaciones estudiadas fue posible 
distribuir la fuerza de tracción global mientras se llevaba a cabo 
el seguimiento asintótico de las posiciones y las velocidades de 
referencia, lográndose además, un significativo aumento de la 
fuerza de tracción máxima posible sin que apareciesen condi-
ciones de deslizamiento en las ruedas. Por tanto, la configura-
ción propuesta resulta ser bastante útil para superficies con un 
bajo coeficiente de fricción estática. 
En trabajos futuros se dotará al robot móvil con sensores 
que permitan estimar las condiciones reales del terreno y utili-
zar esta información para ajustar en tiempo real los coeficientes 
de distribución de las fuerzas de tracción. Entre los sensores que 
podrían utilizarse para este fin están las cámaras multiespectra-
les (NIR-Near InfraRed, SWIR-Short-Wave InfraRed, LWIR-
Long-Wave InfraRed) y los radares penetrantes a tierra (GPRs-
Ground Penetrating Radars). También se abordará la definición 
de índices de rendimiento que nos permitan realizar un estudio 
comparativo del método propuesto con otros métodos anterior-
mente presentados. 
English Summary 
Traction Control for Wheeled Mobile Robots 
Abstract 
This article presents a solution to improve the performance 
of wheeled mobile robots that move upon surfaces with small 
coefficient of static friction. In these circumstances the whee-
led mobile robots can experience loss of traction and therefore, 
slide along the surface. The proposed solution implies the use 
of a special configuration for the mobile robot, in which all the 
wheels are driven independently, and a control structure which 
consists of three distinct parts: firstly, a state-feedback tracking 
controller based on the kinematic model of the mobile robot is 
derived. Secondly, an extension of the kinematic control law is 
made to incorporate the dynamics of the wheeled mobile ro-
bot via backstepping. Thirdly, a traction force distribution algo-
rithm that calculates the proper reference signals for each rear 
wheel is included and the feedback tracking control laws are 
finally completed. With this solution is possible to control the 
position and the velocity of the wheeled mobile robot but, at the 
same time, to distribute the traction force between the wheels in 
such a way that their sliding is avoided. The effectiveness and 
usefulness of the designed control algorithms are demonstrated 
in laboratory experiments using a prototype of the wheeled mo-
bile robot. 
Keywords: 
Wheeled mobile robots, traction force distribution, nonli-
neal control, slide, static friction coefficient. 
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